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Resumen

El objetivo de este articulo es presen-
tar una revisiéon de la literatura sobre la
teoria de control éptimo (TCO) en el cam-
po de la gestion de inventarios. Lo que se
busca es reconocer los diferentes aportes
desde las diferentes metodologias imple-
mentadas y sus aplicaciones. Para eso, se
revisaron bases de datos especializadas en
materia de inventarios y optimizacion
avanzada. Los temas clave de busqueda
fueron optimal control theory e inventory
models. En la introduccidn, se muestra la
importancia de los inventarios en la in-
dustria, asi como algunas definiciones
generales de los inventarios. Luego se
presentan los aportes de la TCO a la ges-
tidén de inventarios y, finalmente, algunas
conclusiones. Se encontré que los mode-
los TCO de inventarios tienen alrededor
de cuatro aplicaciones. Son apropiados
para problemas de tipo deterministico y
estocéstico, asi como para diferentes con-
diciones iniciales.

Palabras clave: Teoria de Control
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Abstract

The aim of this article is to show the
literature review on the topic of optimal
control theory in the field of inventory
management. What is sought is to rec-
ognize the different contributions from
different implemented methodologies
and applications. For this specialized da-
tabases were reviewed on inventories and
advanced optimization, provided by the
library of the University Central, mostly
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in English language. Key topics were “op-
timal control theory” “Optimal Control
Theory” among others. The importance
of inventories in the industry, some gen-
eral definitions of inventories, then the
contributions of the TCO be shown to
inventory management and finally some
conclusions are shown in the introduc-

1. Introduccién

El campo de la investigacién de operacio-
nes ha hecho aportes a la ingenieria industrial.
Estos se ven reflejados en los métodos utiliza-
dos en la industria para optimizar sus recursos,
ser mas competitivos y obtener mayores utili-
dades. Paises como Colombia, que empiezan
a interesarse en el desarrollo de su industria,
reconocen que esta es clave para el desarrollo
y mejoramiento de la calidad de vida de sus
habitantes (Groover, 2007).

La investigacién de operaciones ofrece
métodos tradicionales que permiten el control
de procesos, la mejora continua y la gestion de
la calidad, tales como la programacion lineal y
dinimica y la teoria de decisiones. No obstan-
te, el desarrollo desde estas areas ha permitido
desarrollar métodos de mayor complejidad y
mejores resultados, sobre todo, por la exac-
titud que ofrecen. Es el caso de la feoria del
control dptimo (TCO), una rama de las matema-
ticas y la optimizacion. Esta permite llevar un
sistema dinimico con problemas de espacios
multidimensionales al mejor estado posible
(Chinchuluun et al., 2010).

Sin embargo, la TCO atn es muy incipien-
te en la academia, dada la complejidad de su
aplicacion. Esto ha hecho que sean pocos los
avances logrados en este campo. Por eso, surge
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tion. It was found that the Tco models in
applying inventories are few, but they are
conducive to deterministic and stochastic
problems of type; as well as different ini-
tial conditions.

Keywords: Optimal Control Theory,
Problem Inventory and Production.

la siguiente pregunta: jcudles son los principales
aportes de la TCO en la gestién de inventarios?

Para resolverla, se desarroll6 la presente in-
vestigacién, basada en articulos que desarro-
llan modelos TCO en inventarios. Se excluye-
ron aplicaciones de TCO en el irea econdémi-
ca. Los datos se presentan segiin los modelos
desarrollados por los autores, junto con sus
principales hallazgos, recomendaciones y me-
todologias usadas, entre otros.

2. Lateoria del control
6ptimo en la ingenieria

Diferentes teorias matematicas usan mo-
delos formales y abstractos que permiten
identificar el estado de las variables y medir
la eficiencia de los sistemas. El primer caso
de estudio correspondia al comportamiento
del sistema solar (Burlisch et al., 1993). Pos-
teriormente, Lev Semenovich Pontrygain fue
el primero en reconocer que la TCO podria
revolucionar la teoria moderna de la optimi-
zacion y le dio explicacién y solucidn a través
del calculo de variaciones, con el cual desarro-
16 el método mas utilizado de solucidn, que
lleva su nombre: el principio del maximo de
Pontrygain. Este, basicamente, se encarga de
mostrar todos los métodos de solucidn para
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la optimizacién en el tiempo, tomando como
referencia los estudios de programacién dini-
mica hechos por Richard Bellman (Cara, An
y Zuazua, 2005).

La ecuaciéon diferencial de Hamilton-
Jacobi-Bellman es usada en el calculo de va-
riaciones para dar solucién a problemas como
el de la braquistrocona® y el isoperimétrico* (Fe-
rreyra y Pascal, 1999). Se trata, por ejemplo, de
maximizar recorridos o areas que tienen que
ver con factores externos, como la velocidad,
la posicion, la energia del sistema y la inciden-
cia del ambiente, involucrando herramientas
como las condiciones de Karush Kunh Tucker,
los métodos optimizadores de Euler, la apli-
cacién de la funcidén lagrangiana, entre otros
(Parra, 1992).

En la industria, las primeras aplicaciones
de la TCO se dieron en cuestiones relacio-
nadas con la evaluacién de los efectos de las
teorias econdémicas sobre la produccidén y el
comportamiento del mercado, planeacién de
la demanda y la oferta, el control sobre las in-
versiones en el tiempo, maximizacién de uti-
lidades y la minimizacién de costos. En estos
altimos se incluye la TCO para la gestion de in-
ventarios (GI) (Clason, 2015), siendo el GI un
tema polémico para los empresarios, dirigen-
tes y especialistas en el tema, dada la variedad
de teorias que existen para su administracion.
Muchas son las metodologias empleadas., si
bien algunas funcionan, otras no son acertadas
para hacer del inventario el mejor activo posi-
ble (Lopez, 2001).

Es la curva que, entre dos puntos, hace el recorrido
en el menor tiempo posible. Algunas de las solucio-
nes a este problema las propusieron Lhopital, New-
ton, Bellman (Hoyos, 2011).

Entre dos curvas cudl es la que maximiza el perime-
tro al encerrarla (Hoyos, 2011).
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Objetivo de la TCO:

Segun Dreyfus (citado por Alonso
v Uria, 1996), “el objetivo, en
sentido amplio, de esta teoria es
conseguir que un sistema funcione
de un modo mds conveniente, se
trata optimizar el comportamiento
del sistema, cuando ello sea
posible. El problema central de
cualquier intento de optimizacion
es la busqueda de un control
que maximice o minimice un
criterio representativo de la
eficiencia del sistema” (p. 3).

2.1 Identificacién
de los elementos en la Tco

Funcién objetivo:

Para poder definir la funcién objetivo, es
necesario tener claro el comportamiento del
sistema, el cual, en la mayoria de los casos, es
abierto y susceptible de cambios en el tiem-
po (dinamico). Algunas de las variables que se
identifican son las siguientes:

Variables de control:

Segun Alonso y Uria (1996) “son
variables elegidas en cursos®
temporales dentro de una clase
de cursos dada que se denomina
conjunto de control”. La eleccion
de estas trayectorias temporales
para las variables de control se
hace a través de una serie de
ecuaciones diferenciales

"

—ecuaciones de movimiento—" (p.8).

Variables de estado:

"Son las variables que describen el
estado del sistema en el momento
en el que se conoce como se dan sus
movimientos a través de las ecuaciones
diferenciales” (Alonso y Uria, 1996, p. 10).

A continuacion, se presenta el modelo de
solucién del problema del control utilizado por
Alonso y Uria (1996) tomando como referen-
cia la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman.

5

Estos son todos los puntos del horizonte temporal.
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1. Planteamiento formal de problema
Se definen las escalas de tiempo como
eventos continuos: ¢, < <, , mientras las varia-
bles de estado como # nimero naturales que
son componentes del vector de estado:
Ecuacion (1)

) ={X, (1), X,(t), .... X, (1)}

Las variables de control son #n nimeros rea-
les componentes del vector de control:

Ecuacion (2)

) ={U,(t), U,(t), ... U, (1)}

Se definen las ecuaciones de movimiento:
Ecuacion (3)

X = f(x(6),u(t),t)

Se define la funcién objetivo:

Ecuacion (4)

= J{u(m)}= fl

dt—i—F(x], )

Finalmente, el problema del control para un

modelo que busca maximizar queda definido asi:

Ecuacion (5)
Max J= [0 I(X,U,0)dt+F(x,.1,)

Sujeto a
Ecuacion (6)
X = f(x,u,)
t, y x(t,) =x, dado
(x(t),t)e T en t=t,
{u(jev
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2. Solucién del problema del control
Método del lagrangiano:

Ecuacion (7)

L(x,X, t,)\) = F(x,).(,t)+)\[bfg(x,5(,t>]

Ecuacion de Euler (tomada del lagrangiano):
Ecuacién (8)
oL _[ OL ]
Ox dt\0X

Construccién del hamiltoniano como so-
lucién inicial del maximo de Pontrygain:

Ecuacion (9)

H = F(x(t),u(t),t)+ Xt) f (x(t),u(t),t)

3. Los inventarios:
sistema susceptible
de ser controlado

El control sobre los inventarios es un fac-
tor determinante de los costos y utilidades de
una organizacion (Muller, 2004). La estructura
para representar el inventario en busca de apli-
car TCO se presenta en la figura 1.

! |

Demanda } Cantidades

0 requerimientos. } a producir
Cantidad de y utilidades

inventario existente
A

T— Decisiones de produccion 4—‘

Figura 1. Figura que muestra el flujo dindmico
de los inventarios.
Fuente: elaboracion propia.

Mantener

(Inventarios)

Este es un modelo de un sistema dindmi-
co, pues busca analizar el comportamiento y la
manera 6ptima de administrar un sistema de
produccidén —inventario— en el tiempo.
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Como entradas se tiene una cantidad de
inventario existente y una demanda esperada,
que provocan los movimientos de venta. Las
salidas del inventario dan cuenta de cuanto
se debe producir para satisfacer esa demanda
y reflejar las utilidades. El sistema es retroa-
limentado y controlado por una serie de de-
cisiones de produccidén que responden a las
preguntas de ;cuanto producir y enviar? y en
¢qué momento? Con base en estas decisiones
se puede controlar todo el sistema y maximi-
zar las utilidades, teniendo en cuenta los efec-
tos a largo plazo.

4. Tipo de modelo a estudiar

Los modelos de inventarios pueden ser
llevados al modelo TCO, ya que este tiene un
vector costo para minimizar y/o vector utili-
dad para maximizar. Por ser un sistema abierto,
su movimiento o comportamiento puede ser
descrito a través de una ecuacién diferencial
ordinaria. Los vectores de control y de estado
se pueden deducir de las ecuaciones de movi-
miento.Y las restricciones asociadas al proble-
ma del control bien pueden darse en términos
de disponibilidad de recursos o de un estado
esperado (probable).

Para poder cumplir los objetivos de los in-
ventarios, los departamentos de una organiza-
cién (tomadores de decisiones sobre la pro-
duccién y los inventarios) deben desarrollar
un modelo o una metodologia que les permi-
ta administrar de la mejor manera posible los
inventarios. Y en esa tarea la TCO puede ser
una herramienta muy util, dadas su exactitud
y confiabilidad.
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5. Aportes de la Tco
a la gestién de inventarios

En esta seccidn se mostraran los diferentes
aportes de la TCO a la gestion de inventarios,
vista como un sistema dindmico.

5.1 “Optimal Control

of Production Inventory

Systems with Deteriorating

Items and Dynamic Costs”
Esta investigaciéon de Benhadid, Tadj y
Bounkhel (2008) presenta la solucion al pro-
blema del control éptimo de inventarios con
bienes que se deterioran y, luego, muestra el
efecto sobre sus costos, con politica de revi-
si6én continua.

Los autores usan la TCO para encontrar los
caminos o tomar las decisiones Optimas que
minimizen los costos de inventarios. Se inte-
resa principalmente en mostrar una frontera
de producciéon con variacién en el tiempo
(dinimica) teniendo en cuenta una demanda
esperada, el deterioro de los bienes en stock
en el tiempo y las “faltas” o costos causados
cuando un bien se deteriora o no se atiende
una demanda a tiempo.

El modelo, define: T': tiempo (horizon-
te) de planeacion; p: constante de deterio-
10; I, nivel de inventario inicial; h(t): costo
de mantener; K (t): costo de producir; I(1):
nivel de inventario en el tiempo, P(t): nivel
de produccién en el tiempo, D(t): nivel de
demanda en el tiempo, #(¢): nivel de dete-
rioro en el tiempo, I (t): nivel de inventario
esperado en el tiempo ﬁ(t) - nivel de produc-
ci6n esperada en el tiempo. Con la siguiente
funcidén objetivo:

Ecuacion (10)
o= [T F(t,1(1), P(t))dt

Facultad de Ingenieria y Ciencias Basicas



Donde
Ecuacion (11)
F(11(), P(1)) = %ﬂ’ (A 1(r)+ K ()2 P(r)}

Ecuacion (12)
AI(£)=1()—1(f) y AP(t)=P(t)— P(t)

Sujeto a
Ecuacion (13)
£1(0)= P(0) - D)~ 6(0)1(1)
55 T T T T T T T T T

3]
I
|

45 .
L

— 4 #2T .
2 Pl
3351 L -
= /o
2 ’
s 3r /. N
£ S - Inventory Level

25~ --- Goal Inventory Level

2K -

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Time t
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Al solucionar el modelo, se encontrd la
ecuacién 14, que representa el comportamien-
to del sistema, y la figura 2 presenta la apli-
cacién en un caso de estudio, que muestran
el comportamiento del nivel de inventario
y de produccidén en el tiempo real versus el

esperado.
Ecuacion (14)
d
—K(1)
d dt h(t)
—A t)= A
" (1) ORI (£)|AP(t) X0 (t)
5 T T T T T T T T T
aL LT i
/
3T AN
L / N .
@ 4 / T
g1/ |
= / N P
2 1/ e —e T
E Oj/ 7
| - - Production Rate
-1 fl --- Goal Production Rate |
olf .

Figura 2. Grdfica de nivel de inventario esperado vs. nivel de inventario
obtenido, y producciéon esperada vs. nivel de produccién obtenida.

Fuente: Benhadid, Tadj y Bounkhel (2007).

5.2 "Optimal Production
Control in Stochastic
Manufacturing Systems with
Degenerate Demand”

Este articulo de Bauten y Abdulbasah
(2011) trata el problema del control del in-
ventario con produccidn estocastica, deman-
da que decrece en el tiempo y tiempo de es-
pera de los productos para ser despachados. A
través de la combinacién de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman y programacién
dinamica, se obtiene la solucién del proble-
ma. El autor se apoya en autores como Mo-

rimoto y Kawaguchi (2002) y Baten y Mo-
rimoto (2005) para desarrollar el modelo de
control del inventario derivado de la relacién
inventario-demanda, que evoluciona segin
la ecuacién estocastica neoclasica conocida
como [td’s lemma®.

Una vez obtenido el modelo, evaliia el cos-
to minimo de la politica aplicada.

Las formulaciones hechas por Bauten y
Abdulbasah (2011) incluyen adicionalmente

©  “Es una identidad usada en el calculo It para en-

contrar el diferencial de una funcién dependiente
del tiempo de un proceso estocastico” (Ito, 1951).
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los siguientes parametros: 3 : tasa de descuen-
to con restriccién de no negatividad, w(t): un
movimiento browniano estindar unidimen-
sional en un espacio de probabilidad comple-
ta, o: movimiento estocastico. Con esto, se
obtiene la siguiente formulacion:

Ecuacion (15)
M= B e A+ K (o) bdi
Min 0

Sujeto a
Ecuacién (16)
dl
—=|K(t)—D(t
L [K()-D(0)
Ecuacion (17)
dD

— = AD(t)+ oD(t)dw(r)
di

Asi, a través del principio de programa-
cién dindmica y de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi-Bellman, da la siguiente solucién:

Ecuacién (18)
~BulI (1.D() + 35 D(1)

+AD(t)u, — D(t)u, + F" (u,)+h(I(t))=0

5.3 "An Optimal Control Approach
to Inventory-Production
Systems with Weibull
Distributed Deterioration”

Este articulo de Kamil (2007) trabaja un
sistema de produccidn-inventario con distribu-
cién de Weibull’. La solucidén optima se en-
cuentra como una ecuacion de Ricatti derivada
de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman.

“Es una distribucién de probabilidad continua. Es
usada para describir la distribucién de los tamanios
de determinadas particulas [...]. En ingenieria, para
modelar procesos estocasticos relacionados con el
tiempo de fabricacién y distribucién de bienes” (Jo-
hnson, Kotz, & Balakrishnan, 1994).
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El modelo busca un equilibrio 6ptimo
entre picos de produccién y minimos costos
para mantener los inventarios. Ademis, plan-
tea una distribucion de Weibull para eviden-
ciar el posible deterioro de los bienes en el
almacén, junto con los niveles de demanda
esperados. El problema de control propuesto
define: x(f): nivel del inventario en una pla-
neaciéon t;t €[0,7T], x(t): nivel de inventario
esperado; h(t): costos asociados a mantener
un nivel de inventario; u(¢) > 0 : funcién aso-
ciada al nimero de unidades producidas en el
tiempo t;t €[0,T], ii(t) : nivel de producciéon
esperada, C(¢)>0: costos asociados a la pro-
duccién, y(¢): nivel de demanda en el tiempo
t;1€[0,T].

Para solucionarlo (Kamil, 2007) propone
un modelo en funcién de variables matri-
ciales, donde, Q(¢): matriz real semidefinida
para operaciones de la variable inventarios;
R(t): matriz real semidefinida para operacio-
nes de la variable demanda y A, (1) y B,(¢):
corresponden a sistema de matrices dinimicas.

Ecuacion (19)
1 | Z7QMNZ()

in] =—/, dt
min/ =2 Ji (OR(OK (1)
Donde
Ecuacion (20)
Z(t) = x(6)—x(1)
Ecuacion (21)
K(t)=u(t)—u(t)
Sujeto a
Ecuacién (22)
az

=40 20+ B (K 0+ (1)

Ecuacion (23)
V(6)=i()—y(6) =y x(r)
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Al resolver este problema de control pro-
puesto, se utilizd el principio del maximo
de Pontrygain y la matriz de Ricatti. De ese
modo, se encontrd la siguiente solucidn:

Ecuacion (24)

K(t)=—hC™ (mt"™") ' Z(1)

La anterior funcion es el control de la pro-
duccidén que identifica una cantidad de inven-
tario que minimiza los costos. Este modelo
puede seguirse refinando para maximizar la

utilidad.

5.4 "Optimal Control of a Production
System with Inventory-Level-
Dependent Demand”

Messaoud (2005) desarrolla un modelo
de control 6ptimo asociado a la gestién del
sistema dinamico de produccién inventario.
El autor toma en cuenta todas las variables
como dependientes del tiempo. La demanda,
en especial, se convierte en un parametro de
analisis del sistema, con el fin de ver los efec-
tos de los cambios de esta en los aumentos
del costo de mantener el inventario. Para la
produccidn, considera un solo producto y las
decisiones se dan sobre todo por el horizonte
de planeacion, es decir, con una politica conti-
nua. La variable de estado es el inventario y la
variable de control es la produccién. El mode-
lo formulado por Messaoud (2005), tomando
la misma nomenclatura de Benhadid, Tadj y
Bounkhel (2008), es el siguiente:

Ecuacion (25)
soznin=J(P.D) =" J{h(1(6)+ K (P(1))}dr
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Sujeto a

Ecuacion (26)
o = P()-D(11(0)
1(0)=1, (T)=1I,

Para solucionar este problema de control,
el autor utiliza el principio del miximo de
Pontrygain. Asi llega a un sistema de ecuacio-
nes diferenciales en el que las soluciones son
las funciones de produccién y de inventario
que se muestran a continuacion:

Ecuacién (27)
()= ae™ + a,e™ +Q(r)

Ecuacion (28)
P* ([) — 611 (ml + dz)em.r
ood
+a,(m, +d,)e™ + d_? +d, (1)
Donde

Ecuacion (29)

1 h
Ecuacién (30)
1 2 h
my =Pt P +4Z+(p+d2)d2 >0
Con

- T T

a,+a, = bl; a " +ae™ =b,.
m,T m,T

a, = (b, —a,e™ b)) /(" —

a, = (b] — aze’”?"bz) /(" — e'”l”')

esz)

5

Obtenidos a partir de la solucion de la

ecuacion diferencial.

Al encontrar las funciones de inventario
y de produccién 6ptimas se hallan constantes
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como a,; dy;b;;b, que dan la solucion parti-
cular obtenida de las ecuaciones diferenciales
propuestas por el principio de Pontrygain.
Asi, se encuentra el minimo costo (J) en el
horizonte de planeacién.

5.5 "Optimal Control
of a Production Inventory”

En este articulo, Alkhedhairi y Tadj (2006)
trabajan en un sistema de produccién-inven-
tario con la misma estructura de Benhadid,
Tadj y Bounkhel (2007), con una funcién de
distribucién de probabilidad de Weibull para
el deterioro. Asi, se llega a una ecuacidén dife-
rencial de segundo orden que no es solucio-
nada por los autores, pero que corresponde a
la solucién 6ptima:

Ecuacion (31)

i(t)_[ZJWﬁ(aﬂ—l)t“ 1) =

o [D(e)— B(0)] -1+ B(0)— D)

Alkhedhairi y Tadj (2006) en los resulta-
dos del articulo presentan un caso de niveles
de inventario y produccidén que se acercan
prontamente a los esperados, en busca de mi-
nimizar el costo del sistema de producciéon

inventario en el tiempo.

6. Conclusiones

En su mayoria, los cinco estudios descritos
usan como variable de estado los inventarios y
como variable de control, la produccién. Esto
resulta conveniente desde el punto de vista
metodoldgico, para lograr el mejor estado de
sus inventarios, es decir, el que se logra a un

Universidad Central

costo minimo vy sin faltantes, siempre y cuan-
do tome buenas decisiones de produccion.

Existen variables adicionales que propor-
cionan un analisis mas especifico. Es el caso
de la demanda, que tiene un impacto directo
sobre el costo del inventario o costos por no
cumplir con la cantidad demandada (faltantes).
También se analiza el caso de los bienes que
con el tiempo tienen un deterioro, pues estos
acarrean costos adicionales, de modo las estra-
tegias de despacho y reabastecimiento tienen
que estar muy bien orientadas a evitar los cos-
tos por pérdida de producto. Otro aporte no-
table en tales variaciones es utilizar variables
como la demanda en distribuciones de proba-
bilidad de Weibull, pues permite hacer analisis
estocasticos de mayor exactitud.

Finalmente, el aporte tedrico mas impor-
tante es usar la TCO misma para hacer una ges-
tién de inventarios que minimice los costos
asociados a ellos. La TCO es una herramienta
matematica que ofrece ecuaciones dependien-
tes del tiempo con las cuales se pueden hacer
planeaciones y evidenciar los estados del inven-
tario con el paso del tiempo. Al saber los posi-
bles estados —analisis probabilisticos— se pue-
de empezar a tomar decisiones, en el momento
cero o actual, para evitar costos altos o pérdidas.

Los anilisis matematicos son muy amplios
y de vital importancia teérica. Por tanto, los
autores han notado que es posible aplicar la
TCO usando teorias econdmicas (microecond-
micas); es decir, de modo que se incluyan va-
riables como los precios, el estado competitivo
de la organizacién y una mayor especificacion
del tratamiento de almacenamiento de dife-
rentes tipos de bienes, después de haber hecho
un analisis de elasticidad de precios relaciona-
do con las cantidades de produccion.
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